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Über die starke Summation von Walsh—Fourierreihen 
Von FERENC SCHIPP in Budapest 
Einleitung 
Wir bezeichnen mit x = 0, x0Xi ••• x„ ••• die dyadische Entwicklung der Zahl 
xg[0,1), wobei wir festsetzen, daß für x—p2~q alle x{(i^q) gleich 0 sind. 
Das Rademachersche System {/"„(x)} ist folgenderweise definiert: 
(1) rn(x) = (- l - )*- (x€ [0 , l ) ; /7 = 0, 1 , 2 , - ) . , 
Wir bezeichnen mit {^„(x)} (« = 0, 1, 2, •••) das Walshsche Orthogonalsystem, 
d .h . es ist 4>0(x) = 1 , u n d 
(2) ^n(x) = II rt(x) für n = 2 nß> (n, = 0,1). n, = l j=0 
Auf Grund von (1) und (2) folgt 
(3) . *.(*) = ( - t f - 0 " ' * . 
N. J. FINE [1] hatte die folgende Operation eingeführt: es sei 
(4) + 
i= 0 ^ 
CO CO 
f ü r x = 2-^rrr, y = 2 - ^ h r (xt,y, = 0,1). . ¡ = 0 ^ i = 0 i 
Es ist leicht zu verifizieren, daß die Gleichung 
(5) i//„(x+y) = \l/n(x)il/„(y) 
mit Ausnahme einer abzählbaren Teilmenge von [0, 1) überall besteht. 
Für n= 1,2, ... bezeichne D„(x) die n-te Walsh—Dirichletsche Kernfunktion: 
(6) D„(x) = "Z (« = 1,2, ..:) 
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und für n = 0 sei D0(x) =0. Es ist leicht zu zeigen, daß für n = 2k+n' ( 0 < n ' s 2 k ) 
(7) Dn(x) = D2k(x) + rk(x)Dn,(x) 
gilt, woraus sich für ri = 2k die Gleichung 
. ( l + r v ( * ) ) = J 
v = 0 
(8)" D2k+1(x)= IJ(l+rv(x))  0 M '̂1)) 
ergibt. 
Wir bezeichnen mit Sn(f; x) die «-te Partialsumme der Walsh—Fourier-
Entwicklung von f(x),. d.h. 
(9) S n ( f ; x) = 2 c v ( / ) V v W = J f{x + u)Dn(ü)du, c v ( / ) = f f(u)^v(u)du. 
-H — I 
0 0 
In dieser Arbeit werden wir den folgenden Satz beweisen. 
S a t z . Für f(x)eL[0, 1] gilt fast überall 
h n { f , x; 2) = f l 2 1^(7; 
l " / i = 0 J 
Ähnlicherweise kann man zeigen, daß h„(fi x; 2m) -«-0 (n — °°) für jede 
positive, ganze Zahl m fast überall besteht. D a r a u s f o l g t hn(f x; r)^»0 (n->-
fast überall für jedes r > 0. . 
A. ZYGMUND [2] hat einen analogen Satz für trigonometrische Fourierreihen 
bewiesen. 
§1. H i l f s s ä t z e 
H i l f s s a t z I. Es sei 
( 1 . 1 ) £>„*(«; / , k) = 2 h ( " + 2 7 T R ) r, (" + 2 I T R ) D2, (" + 2 7 T T ) 
n = 0 , 1, 2 , . . . ) . Dann besteht fast überall: 
( 1 . 2 ) DM = i{D2.(u)-riiM) + \Dt(ü-,Q,k) (n = 0 , 1 , . . . ) . 
Bewe i s v o n H i l f s s a t z I . In der Arbeit [3] haben wir bewiesen, daß fü r 
n = " Z n p j (« ; = 0 , 1 ) 
¡=o 
die Gleichung 
( 1 . 3 ) A . ( " ) = "A„(") ^ »¡rt(u)D2,(u) (« = 0 , 1 , 2 , . . . ) 
•=o 
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besteht. Aus (3) folgt 
woraus sich, auf Grund von (1), (5) und (1. 3) die Gleichung 
(1. 4) DM = W m ( u ) 2 rt(u)D2t(u) + ± 2 <js„ U o ; W | n L + -lr|/)2,(M> 
¡ = 0 
1 
fast überall ergibt. D a n a c h (8) D2i(u) = D2i\u -f y+TJ ist' weiterhin aus (8) und 
(1.3) folgt 
k- 1 
2 r-(u)D2,(u) = = u)(D2«(u)-^2*-l(u)) = D2k(u) — 1, 
1 = 0 
so erhalten wir auf Grund von (8) und (1. 1) aus (1.4) die zu beweisende: 
Gleichung: 
DM = W M { D 2 M - l ) + i D t i u - , 0 , k) = i(D2M-^n(u)) + iDt(u; 0 , k). 
H i l f s s a t z I I . Es sei 
K2k(u, v;l) = 2~k 2"z D*n(u; l,k)DUv,l,k) ( 0 k = 0 , 1 , 2 , . . . ) . n = 0 
Dann besteht 
f 1 1 
(1. 5) K2k(u, u; l) = 2~k 2t rMD2i(u)rj{v)D2j{v)D2ky + v + ^ + -^-l 
fast überall in £ 2 = { ( M , ! ) ) : 0 S M < 1 , 0 S ! X 1 } . 
Bewe i s v o n H i l f s s a t z II. Aus (5) und (1.1) folgt, daß 
2"-ip-l / J \ (*- 1 / 1 ) ) 
2kK2 k(u, v; /) = 2o L Z (K + ^ + i j ^ l^ + ^ n j rMß2MJ = 
2k— 1 k-i 
n=0 i,j=l 
= Z Z ' / ' i Iw + f + ^ Y + ^ ^ Y l ri(u)D2i(u)rj(v)D2j(v) = 2J' 
fc-1 2* - l / J J -J 
= rMD2i(u)rj(v)D2j(v)2^ >K\U + V + 2TTT + Y+i) = 
k-1 i l l ) 
= . 2 { u ) D 2 i ( u ) r j ( v ) D 2 j ( v ) D 2 k + ^ + ^r+r + ^TTlJ 
fast überall in ¿s2 besteht, womit die Behauptung (1. 5) bewiesen ist. 
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Zum Beweis unseres Satzes haben wir ein Hilfssatz von S. IGARI [4], [5] nötig, 
den wir in der folgenden modifizierten Form anwenden. 
• i 
H i l f s s a t z III. Es seif(u)£L[ 0, 1]. Dann gibt es für jede Zahl M > f \f(u)\du 
o 
ein System {/„} (v = 1, 2, •••) von dyadischen Intervallen und zwei Funktionen /,(«) 
und w(ti) derart, daß die folgenden Relationen gelten: 
a) /v = 
av av +1 (« v<2m- , a ^ G , v = 1,2, ,..), !) 2mv9 2m" 
/vn/v. = 0 (v^v'); 
b) / (« ) =fi(u) + w(u), w(u) = 2 wv(u); 
V = 1 
c) wM = 0 («i /v) , f wv(ü)du = 0, f\wv(u)\du =1 4M{Q; 2) 
/v J„ 
d) |/,(m)| -;= 2M ( f a s t überall in [0, 1]); 
e) ¿ W ^ i / • 
v=l m 0 
Auf Grund des Beweises von Lemma 1 in [4] kann man Hilfssatz III leicht 
zeigen. 
H i l f s s a t z IV. Es sei {/v} ( v = 1, 2, 3, •••) ein System von disjunkten dyadischen 
Intervallen mit /,. = , ^ j (av < 2mv, av£ G) und es sei weiterhin 
' ( 1 . 6 ) 
V A U ) i o ( « € [ 0 , 1 ) - / , ; ) (v = 1 ,2 ,3 , . . .); 
*;(«) = 2 <PM (7 = 0, 1, 2, . . .); 
w*(w) e 0 für «€ u Iv, und w*(u) = 0 für w £ [ 0 , 1 ) - U 




Z v= 1 
') G bedeutet die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen. 
2) |/v | bedeutet das Lebesguesche Maß von / v . 
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Dann besteht in fast allen Punkten x£ F— [ 0 , 1 ) — U 7V 
. - v = l 
oo 1 
a ) 2 f D22l(x + u)$0(u)du = N^x) < =°, 
¡ = 0 £ 
CO CO 1 / J \ 
b ) 2 f D 2 j \ x + u + -nT\<PJ(u)du=N2(x)^^, 
;=o j=i + I o l 2- ) 
c) 2'2"P,.(x) = / V 3 ( x ) < o = . 
¡ = 0 
B e w e i s v o n H i l f s s a t z IV. Nach dem Satz von Fubini gilt 
¿ 1 = 2 f l f D l ( x + u)<P0(u)du\dx = 2 2 t f $ 0 ( u ) { f D 2 , ( x - \ - u ) d x ) d u = > = 0 F VQ ' i = 0 0 F 
= 2 * 2 J<PM{{ D2l(x + u)dx)du. 
i = 0 v = l J v P 
Da 
D2i{x + ü) = 0 ( w £ / v , x i l v , 
( 1 . 7 ) 
f D2i(x + u)dx =. JD2i{x + ü)dx = 1, 
F 0 
deshalb ist auf Grund von (1. 6) : 
= 2 cpv(u) f D2,(x + u)dx) du^ 2 |/,|2 2 21 < 2 1 v = l ¡ = 0 j v f ' v = l i = 0 v = 1 
woraus nach dem Satz von B. Levi die Behauptung a) folgt. 
Ähnlich ergibt sich b): 
/ ( / D 2 J ( x + u + 2^T) ^ » ¿ " j d x = 
= 2 ^ 2 f ^ j ( m f D2jix + u+ }+T)dx\du = 
,=o j = i + 1 o V. ^ ' ) • 
(=0 . j = i+ l ^F 1 ¿ > ) 
1 v|— 2i 
oo mv— 1 mv co mv— 1 f ®® ^ J» 
= 2 2 2 ' 2 1 l /v l 2 = Z |/vl Z 2 ' - m v ( W v . _ 7 ) < 2 I A H 4 . v = l ¡ = 0 • j=i+1 v = 1 1 = 0 U = 1 / VF 1 . 
6 A 
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Aus (1. 6) folgt 
F 
f V,(x)dx = f ^ + dx 3> = 
= 2 2 f f F W*(u)D2j(x + U)<pmv (u + -¿y + -¿-¡-)du] dx = v=l jsmv ( . I \ . \0 • ' 
--2 2 f + ^ + f D2J(x + u)dx 
v= 1 j S m v 0 V ^ ) \ ( • l \ 
Da im Falle x£lv, w$/v , j g m , D2J(x+ü) = 0 gilt, deshalb ist 
/ Vi(x)dx = 2 2 f w*(u)®mv + + f f D2,(x + U) dx| du 
2i+l> 
du. = 2 2 f M f / D2j(x + u)dx) 
v= 1 . ! . 1 . 1 V - 1 1 ' 
'v+ätFiCJv / w + ^ + y ^ ( f + j iTTjn/v 
Da endlich 
und 
D2J(x+U) = o + 
gilt, so erhalten wir auf Grund von (1.7) 
¿ 2 « p . w ^ = 
I = 0 F 
m v — 1 mV' — 1. 
2 2 2} 2 VA 2 f w*(u) f D2J(x + u)dx 
v= 1 ¡=0 . 1 J = m„ . 1 . 1 • • 1 „ 
» niv- 1 Oö i«v— 1 
s Z 2 ; 2 m f w*(«) du S 2 { J w*(ü)du) 2 2'- | / v | 
du = 
v = l i = 0 i v V=1 j ¡ = 0 
v' 2'+ 1 
CO 1 
= 2 fw*(ü)du = f w*(u)du, 
V = 1 / v o 
womit auch c) bewiesen ist. 
3) ^ bezeichnet die Menge 
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§2. Beweis des Satzes 
l 
Es sei f \f(ü)\du eine beliebige positive Zahl. Durch Anwendung von 
o 
Hilfssatz III und auf Grund der Minkowski sehen Ungleichung ergibt sich 
(2.1) h„(f,x;2)^hn{f1,x-,2) + hn(yV,x;2), 
wobei auf Grund von Hilfssatz III d) A„(/1; x; 2) = o(l) (f.ü.a. in [0,1]) besteht. 
(Siehe [6] oder [7].) Für 2 t ( " ' - 1 < 2 " £ 2 i ( " ) gilt A„(w, 2 ) S Y2h2W(w, x; 2), 
weiterhin nach (1. 1) und (1.2) besteht 
. 2k — 1 1 
(2.2) hlk(w,x-,2) = ^ 2 {f(w(x + u)-yv(x))DM(u)du)24 
f=0 o 
, 2 » - l 1 j 2k — 1 1 
( / ( w ( x + u ) - W ( * ) ) D2u(u) du) 2 + T k - 2 ( / (vv (x + U) - W ( x ) ) ^ (u) du) 2 + 
1 n=o o 1 o 
, 2 f c - l 1 
+ {f[w(x + u)-w(x)]D*(u;0,k)du)2 = Z M=0 0 
= (S2k(w,x)-W(x)y+^22 [c»]2 + X-, 2) 
. z (1=0 
mit k = k(n), wobei der Grenzwert der ersten drei Glieder fast überall gleich Null 
ist (siehe z.B. [1]). Auf Grund von (1. 1) erhalten wir 
, 2 f c - l 1 
(2. 3) h*k(w, x; 2) = ^ 2 (/[w(.x + u)-w(x)]D*Xu-, 0 ,k)duf^ 
1 ß = 0 0 
1 2k_1 ( 1 1-1 / 2 \ )2 
= yr-r 2 [ f [w(x + u)-w(x)]Z ri(u)<h (M + 2TTTJ D ^ d u ) + 
+ 5 {¡Mx + u)-w(x)]Dt(u; /, k) du)2 ^ 
Z /» = 0 0 
i _ 1 21 2 " ~ l 1 
2 - 7 ^ 2 ( f [ w ( x + u)-w(x)]ri(u)DAu)*l>№du)2± i=0 11=0 0 
+ A 2 i f [*(* + «) - w(x)]Dl(u; /, k) du)2 = 2(<7<1>(/;.x) + x)) 
L f=0 o 
für jede fixierte natürliche Zahl l(sk). Wir setzen 
= [w(x + u)-w(x)]ri(u)D2iiu) ( / = 1 , 2 , •••,/- 1). 
6» 
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Dann gilt 
(2.4) = ¡ 2 K ( W x , d \ - » o ( * - « , ) . 
¡=o z 
Auf Grund von (1. 5) ergibt sich 
. "2k-l 1 (2. 5) (7<2>(/; x) = 2 j 2 q ( / K X + M ) - h ' ( x ) ] D * ( u ; l, k) du)2 = 
, 2k— 1 1 1 
= ? K 2 ( / [ W ( X + H ) - H > ( X ) ] £ > > ; I, k)du) { f [ w ( x + v)-w(x)}Dl(v, l, k)dv) = 
¿ i i - o 0 o 
1 1 | 2 k - l 
= f f [vv(x4-u) — w(x)][vv(x + v) — >v(x)]-~k D*(u\ l, k)D*(v; l, k)dudv = 
0 0 v=o 
i i 
= J J[w(xJ\-u) — w(x)][w(x + v) — w(x)\K2k(u,v;l)dudv. 
o o 
Auf Grund von (2. 1), (2. 2), (2. 3) und (2. 4) gilt 
h2n(f,x;2) = 0(1)^(1; x) +o(l) 
für jede fixierte natürliche Zahl l ( ^ k ) f.ü.a. in [0, 1]. 
Da M beliebig groß gewählt werden' kann, so genügt es auf Grund von 
Hilfssatz III e) zu zeigen, daß 
<2. 6) »(/; x) ^ £ (/; x) für x € F = [0, 1 ) - U / , 
V - 1 
gilt, wobei e(/;x)->-0 (l — oo) f.ü.a. in F. 
Aus (1. 5), Hilfssatz I l l b ) und (2. 5) mit Berücksichtigung von w(x) = 0 ( x £ F ) 
folgt: 
(2.7) 2 i t Z ' 
v,v'= 1 
f f wAx + v)wv(x + u)ri(u)D2l(u)rj(v)D2j(v)D2k |M + v + ^ r r + ^ r | d u dv 
oo t " fc— 1 
2 ^ 2 -v=l mv'5fflv i , j = l 
• f fwv(x + u)wv.(x + v)ri(u)D2i(u)rJ(ü)D2j(v)D2k\u + v + ^T + Wfi\dudv 
o o ' 
Da nach (8) 
(2.8) D2k1(ü)D2k2(v) = D2ki(u + v)D2k2(v) (k^k2) 
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gilt, so ist auf Grund von Hilfssatz III c) 
• . . 1 . 1 , 
0, wenn M + x + ^¡TT + v ' ' " 
AM |7V.|D2J + 2iTr|' wenn u + x +¿T + ^ i ^ 1 ^ • 
Aus (1. 6) und (2. 7) folgt 
(2,9) <7 P>(/;x)=§ 
~ i - 1 1 f 1 1 ( 1 1 1 
S 8 M 2 2 J \wAx + u ) \ D 2 i ( u ) p 2 , Y + - ^ y ^ Z m < P v [ " + ^ + 2 r + r + 2 7 T T j ^ « = 
= 8 M ( + . ^ ] / + " ) I ( " ) , [ " + • . 
1 1 du = 8 ¥ ( a | 3 ) ( / ; i ) + a[4)(l; x)). 
Wir bezeichnen mit 7;(x) das den Punkt x enthaltende dyadische' Intervall 
jg,-(x) ^ «¡(x) + 1 j w o b e j Dann gilt auf Grund von (8), Hilfssatz 
III, (1. 6), (2. 8) und (2:9) für x£F 
k-1 ; i (" j | i 
I M + x + ^ r f + 27+YJ i/w — 
= 2 2 2 * ! \w.M\-D2>(x + u)<Pmv (W + ^T + ^TT) du = 
= 2 ^ 2 
i = i j = Z I v C J i W , : 1 
2 2' |7V.| / . K ( « ) | < & s 
1 . 1 
S 2 2 V 2 • 2 2 ' |7„.| f |m\,(h)| du Ä r 
S 4M 2 2 2J 2 2 ' | / v | 2 = AM 2 2 V f<Po(u)D2i(x + u) du 
i=l J „ C J I ( * ) 1 = 1 j — l"': 0 
~ 1 8 M 2 2 ' / ( * < ) ( X + ü) du, 
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woraus sich nach Hilfssatz IV a) die Relation 
(2.10) ffi3|(';*)se,(/;*)-0 ( / - - ) , 
f.ü.a. in F ergibt. 
Aus (2. 8) und (2. 9) folgt 
- x) = 
~ k-i k-i i i i ) ( i i ) 
/ > v ( x + M)| D 2 , («) D2j + ^tttJ <Pm„ + X + + = 
CO k-l . k-l 1 ' j \ J J N 
= 2 2 2 ' 2 f\*M\d 2i I u + x + 27+Tj ^»I I w + 2'+ i + 1 i ^U ~ 
k - i k - i i (- i ) f i i ) 
= 2 2' 2 ( 2 + 2 ) fK(»)\*>2> = 
1=1 j=i+l mv> j o ' \ ^ • 4 / i=l / ¡+1  j g 
Aus D 2 J x + M + ^ r r j = o l^ + ^ T T r ^ v auf Grund von (1.6) und 
Hilfssatz IV ergibt sich 
(2 .11) « / ; * ) = 
ft-i ' t - i . i ( | 1 ( j j \ 
= 2 2' z mZ / K M I ^ H + x + ^ j <*>mv |M + Y^X + 2jTTJ du 
k - i oc 
s Z 2 i f i ( H ; x ) s Z 2 i i / i ( | v t ' | ; x ) = £ 2 ( / ; x ) - 0 . ( / - < » ) 
i I i l 
f. ü. a. in F. 
Endlich folgt aus Hilfssatz III und IV: 
46,G-, x) = 2 l j 2 i 2 . j \ " M \ D 2 i + x + <Pmv + J A t + ^ t ) du = 
k - l k - l 
= 2 * 2 2 2 2J\iv.\ f \WM\du^ 
r 1 • 1 
^ 2 * 2 2 2 J | / V | f\wv(u)\du S 4 M ¿ 2 ' 2 2 
i=l j=i+ 1 , ; 1 ) / „ « = / J = i+1 , . ( . 1 \ 
OO OO 1 / | \ 
. S 4 M 2 2 1 Z f ^ M + x + ^ — U («)£/« = 8 3 ( / ; X ) - 0 ( / - « > ) 
i = l j = i + i $ \ f- ) 
f.ü.a. in F. Wegen (2. 10) und (2. 11) folgt hieraus (2. 6), woraus sich die Behaup-
tung unseres Satzes ergibt. 
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